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§ 1. Introduccién.—Sea k un cuerpo arbitrario con infinitos
clementos, X, ..., X, indeterminadas sobre %k, I un ideal primo
y homogéneo de k [X,, ..., X,], de dimension dos como ideal ho-
mogéneo. P =k [X,, .. X, /Ty X, =% 1), :=0,..., n. Enton-
ces P = k[, ..., 1.] es un anillo homogéneo y (4, ..., n,) €s umn

punto general homogéneo de una superficie S algebraica bidimen-

. i .
sional. Ei punto (¢, ..., %), & = %, i =1, ..., n, es un punto ge-
o

neral de la superficie algebraica afin S — H, siendo H la intersec
ciéon en S del hiperplano X, = 0. El cuerpo = = k (&, ..., &) se
llama cuerpo de las funciones racionales sobre S. Si Q = k& (1,
..y Nn), S verifica que Q =X (n,), siendo =, transcendente sobre
2, Si ¢, ..., {m son elementos del mismo grado de homogeneidad
de Q, tales que el cuerpo de cocientes de k [&g, ..o im]/CGi—1,
i=10,...,m, sea isomorfo a I, el punto (L, ..., {n) €5 un punto
general homogéneo de S.

Si F es una forma de P, representaremos por [F] al conjunto
abierto, en la topologia de Zariski, formado por todos los puntos
de 5 que no pertenecen a la curva representada por radical P F.

Al ideal B, =P (v,, ..., 1) se le llama ideal irrelevante primo
de Py, a sus ideales primarios, ideales irrelevantes de P.

1. Se pueden hallar ideales irrelevantes cuyas bases estén cons-
tituidas por tres formas de P del mismo grado.

2. Si P(F, G, H) es wn ideal irrelevante de P, W = {[F], [G],

[H]} es un recubrimiento de S, y reciprocamente.

B
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3. 51 F, G, H, K son cuatro formas del mismo grado de P,
tales que U = {[F], [G], [H], [K]} sea un recubrimiento de S,
toda co-cadena unidimensional relativa- a 9 puede representarse
en la siguiente forma:
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en donde todas las funciones de (1) son elementos de Q homogé-
neos de grado cero. Analogamente, toda co-cadena bidimensional
sohbre N puede representarse en la siguiente forma:

[FINIGINH]FIN G N KFIN [H) N K][GI N[H]N [K
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La condicién necesaria y suficiente para que (2) sea un cociclo
es que

3 AK*—BH*+ CG*—~DF*=0.

4. Si B, representa elconjunto de todos los polinomios de P,
cuyos términos de menor grado sean de grado mayor o igual a m,
se verifica que B, es un ideal irrelevante de grodo m. Entre es-
tos ideales se verifica la relacién: B, 2 Bmys-

5. Si Py es el anillo sobre k engendrado por todas las formas
de P cuyos grados son maltiplos de m, P,, es un anillo homogéneo
correspondiente a la superficie S.

6. Ewntre los anillos Py se verifica la relacidn: Py D Py, i =1,
.y Pp=P.

§ 2. Los ideales irrelevantes y el grupo F? (S).

LemMa 1. Si F, Gy H son tres formas de grado u tales que
. P(F, G, H), se verifica que B,.. < P(F, G, H)*.
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DEMOSTRACION. Basta probar que toda forma de P,, pertene.
ce a P(F, G, H)*. Si ® es una forma de P,q, serd grad (®) = no
+7, >0, Luego €%, de donde ®=AF + BG+ CH,
grad (A) = grad (B) = grad (C) = n (« —1) + . Repitiendo el pro-
ceso con A, B y C, y asi sucesivamente, resulta que ® es un poli-
nomio en F, G, H de grado « con coeficientes en P de grado r
en las 7.

Lema 2. §i Boc P (F, G, H) se wverifica que P, (F, G, H) es
el ideal irrelevante primo de Py.

Este lema es consecuencia inmediata del anterior sin mas que
observar que todas las formas de P, son de grados multiplos de .

LeEMA 3. SiB,c P (F, G, H), se puede hallay, de infinitos mo-
dos, otra forma K de grado n tal que Bo < P(F, G, K), B P
(F, H,K) v B.< P(G, H, K).

DEMOSTRACION. Basta observar que si K=21F + 0w G + v H,
siendo A, u, v elementos arbitrarios de K, se verifica que, si X F 0,

g0, vED es
P{F GH=PF GK)=PFHK) =P(G HK).

Sean F, G, H, K cuatro formas de grado # que verifiquen las
condiciones del lema anterior. Sea U = {[F], [G], [H], [Ki} e!
recubrimiento de S determinado por ellas.

TeoREMA 1. Si ewiste un recubrimiento W= {[F], [G], [H],
[K]} tal que B.< P (F, G, H), siendo K una forma determinada

de acuerdo con el lema amterior, se verifica que H*(S) = 0.

DEMOSTRACION. Sea (2), (8) un cociclo bidimensional arbitra-
rio relativo al recubrimiento . Vamos a ver que podemos haillar
una co-cadena unidimensional (1) cuyo co-borde sea (2). En efec-
to, para que €l co-borde de (1) sea (2) es necesario y suficien-
te que

A H* —A,G* + A,F* = A,
@) A K*—A,G* + A, F* =B,
A, K*— A, H* 4 A, F*=C,
AK*— A H*+ A, G* =D,
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Si F, G, H y K son formas de grado », se verificara que A,
B, Cy D son formas de grado 3an y A, ..., A, formas de gra-
do 2an

En virtud del lema 1, por ser A una forma de grado 3an, se
puede expresar como forma, con coeficientes en k, en F, G, H,
de grado 3«. Por consiguiente, en cada uno de sus términos figu-
rard una potencia, por lo menos, de F, G o H, de grado «, luego
se podra escribir A del siguiente modo:

(3) B,H*—B,G*+ B, F*= A,

Analogo razonamiento respecto de B permite hallar las for-
mas B’;, B, y B, de modo que

(6) B K*—B,G*+ B,F*= B,
De (5) y (6) resulta:

(B, — B,) H*K*— G* (B, K* — B, H) + F*(B,K*— B, H%
= AK* BH*,

Teniendo en cuenta la condicién de co-ciclo (3), se obtiene:

B, —PB,)H*K*— G*(B,K*—B, HY) + F* (B, K*— B, H*)
=DF*—CG*,
de donde,

(B, —B,) H*K* = (B, K*— B, H*— C) G*
— (B, K*— B, H* — D) F*,

0 ‘bien:
(7 (B, —PB)H*K*= 0(P(G* F%).

Ahora bien, por ser P (H*, G* F*%y P (K* G% F%) ideales
irrelevantes, se verifica que H* y K* no ‘son divisibles por ninguno
de los ideales minimos primos de P (G* F%), de donde resulta, en
virtud de (7), que

B, — B, =0(P (G, F9),
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0 bien:

B, =8B+ MG + NI™,
Llevando esta expresion de B’ a (6), se obtiene:
8) B,K*—~(B,—MK*)G*+ (B; + N K“)_’F“.z B.
Poniendo
A, =B, A,— B, A, = B,—MK* A, = B,y A, = B, + NK%,
las expresiones (8) y (8) se escribiréﬁ en la siguiente forma:

A H* A, G*+ A, F* = A,

®) A K*—A,G*+ A, F*= B,

De (9) se deduce, teniendo en cuenta (3),

1) — (A, K*—A, HYG* + (A, K*— A H*-D)F*= —CG*,
¢ bien:

(11) (A, K*— A, H* —-D)F* =0(P(G%).

Como F® no es divisible por ninguno de los divisores minimos
primos de P (G%) (por ser P (F% G*, H%) irrelevante), de (11) se
deduce que

A, K*— A, H* D=0 (P(GY),

o bien:

(12) AKE— A, H*—D = — A, G*.

’ ‘:‘S‘ustitu}fendo_ (12) en (10) y dividiendo por G¥%, se obtiene :
(.13.)‘ | A, K*—A, H“‘ + A F*=C. |

€

Las igualdades (9), (13) y (12) son las (4).
' - Q. E. D.
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